BAB IV

INTEGRAL DALAM RUANG DIMENSI-n

4.1. INTEGRAL LIPAT DUA ATAS PERSEGI PANJANG

Andaikan f suatu fungsi dua peubah yang terdefinisi pada suatu persegi panjang
tertutup R, jika

1
|P|—0

lim " f(E i) Me
k=1

Ada, kita katakana f dapat diintegralkan pada R. lebih lanjut [[, f(x,y)dA=
|}’i|1—1>10 Yk=1 f (X, Y1) A

% lJika f(x) =0, Maka fab f(x)dx —luas daerah di bawah kurva

% lJika f(x,y) = 0, Maka ffR f(x,y)dA— volume benda pejal dibawah permukaan
z = f(x,y)dan diatas persegi panjang R.

SIFAT-SIFAT INTEGRAL LIPAT DUA

(a) Integral lipat dua adalah linier, yaitu :

@ [, kf(x,y)dA=k [[, f(x,y)dA
@ [ Fxy)+g@xlda= [[, fx,y)dA+ [, g(x,y)dA

(b) Integral lipat dua adalah aditif pada persegi panjang

@ [l Fxy)dA= [ fOx,y)dA+ [f, g(x,y)dA
(c) sifat perbandingan berlaku. Jika f(x,y) <dx,y)

Untuk semua (x, y) di R, maka

HR f(x,y)dASﬁR g(x,y)dA
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BlaR={(x,y):a<x<bc<y<d

s
Maka volume
" szfR f(x,y)dA
| l' d[ b
:c d V= ff f(xy}’)dA=f[ff(x,y)dx d
af LI > " : Lo
b ’/\/ atau
V= HR f(x,y)dA=ﬂff(x,y)dy d
Contoh :

Hitung f: [ff(z x+ 3})dx] dy

Solusi :[;'(2 x + 3)dx = [x? +3yx]} =4 + 6y — (1 +3y) = 3 +3y

3 3
2 3 3
fl£(2 x+3})dxldy:f(3+3y)dy:[3y+iy2]
0 0 0
— 27 _ 45
=94 > =

Contoh : Cari Volume dari benda pejal yang dibatasi oleh z = 4 — #* — y dan dibawah
oleh persegi panjang R = {(x,¥):0 <x<1,0<y <2}

Solusi: V = [[. (4—x*—y)dA = foz f01(4 — x% — y)dxdy
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4.2. INTEGRAL LIPAT DUA atas DAERAH BUKAN PERSEGI PANJANG

y y Kx= 01(»)
y = 0(x) d / \ ,x- 02(¥)
47/'\// S/// [
//s S
NN C //
y = 01(x) / N\
> X > X
0 a b 0
P (x)
|| reoyraa= fb | reoyraxay
s a 9q4(x)
(216))
J fs f(x,y)dA = fd | y f(x, y)dxdy
c 91(»)

2
Contoh : Hitung integral lipat f: f_xx (4x + 10y)dydx

Solusi :

5  x? 5
f f (4x + 10y)dydx = f [4xy + 5y2]%, dx
3J—x 3

5
_ f [(433 + 5x%) — (—4x? + 5x2)] dx
3

5 x3 5 1
=f (5x* + 4x3 — x?) dx = lx5+x4—— = 3393~
3

3], 3
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Contoh:

Tentukan volume bidang empat (tetrahedron) yang dibatasi oleh bidang-bidang
koordinat dan bidang3x + 6y +4z —12 =0

Solusi :

3
3x+6y+4z-12 =0 >z = (4-x-2)

Mencari volume benda pejal z =% (4 — x — 2 y) dan diatas daerah S

Bidang yang diberikan memotong bidang xy digaris x + 2 y — 4 = 0.Persamaan ini
dapat ditulisy = 2 —; danx = 4 — 2 ysehingga S dapat dinyatakan sebagai himpunan

y
s={xy):0<x<4,0<sy<2 —x}
) — — ) — — 2

Atau sebagai himpunan x
S={(xy):0<x<4-2y,0<y<2}

Bila kita pilih S sebagai himpunany

4253 a3 25
szf —(4—x—2))dydx:f —f (4—-—x—-2ydydx
0o 4 0 0

X

4

43 225 3 (* 2
:LZ[‘*"_”_”O dx=EL(16—8x+x)=4

4.3. PENERAPAN I NTEGRAL LIPAT DUA
Ma s a sebuah Lami na|:m: JI, 8(x, y)dA|

Cont oh : Sebuah Lamina (suatu pel at tipis y ang demikian tipisnya sehingga dapat
dipandang sebagai ber dimensi dua) dengan kerapatand(x, y) = xy dibatasi oleh

sumbu x, garis x=8, dan kurva y=x. Tentukan masa totalnya.
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y
A
_ 2/3 8 x2/3
y==x m= ff xydAzf ff xy dydx
s 0 0
8 xy? x/3
= f —l dx
0 2 0
> X
8
173 10,1
= —|— 3 =
2[10" ]0 1536
PUSAT MASSA
Bilam,,m;, ms, ...... m ,, adalah kumpulan titik massa yang masing- masing

ditempatkan di (x4, y1), (X2, ¥2), ..., (X5, ¥») pada bidang. Maka momen total terhadap

sumbu y dan sumbu x di berikan oleh :

—_ n — m
M, = Y}_4 x;my, M, = Yo yimy,
Pusat massa adalah :
n n
7 = M, k=1 XMy, = M, k=1 VM
— T NN ., — T NN ..
m k=1 Mk m k=1 Mk

Bila suatu lamina yang kerapatannya é (x, y) dan menc akup suatu daerah di bidang xy,

maka pusat massanya adalah :

My _ Jl; x6(xy)dA y =M Iy y8(xy)dA
m [ §(xy)dA m [, §(xy)dA

X =

Contoh : Tentukan pusat masssa Lamina dari contoh sebelumnya

8x/3 8
_ _ 2 _1 10/ _
M, = [[ x6(x,y) dA = x“y dydx = 2 x /3dx =945,2 3
s 00 0

2/, 8

8 x
1
M, = ﬁya(x,y) dA = ff xy?* dydx = §fx3dx= 341,33
s 00 0
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Maka pusat massa

X=2=615 y="x=222
m m

MOMEN INERSIA
Untuk suatu system n partikel pada suatu bidang yang bermassa m,, m,, ...., m,, dan
yang berj arakry, 15, ...., 1, dari garis L.

Maka momen inersia system itu terhadap L didef inisikan sebagai
I =myr? + myry? + mars? . +m,r, 2 = Y, my 2

Bila suatu Lamina dengan kerapatan é (x, y) yang mencakup suatu daerah S dari

bidang xy. Momen Inersia Lamina terhadap sumbu x,y, dan z diberikan oleh :

Ixszyzé‘(x,y) dA ; Iyszxzé‘(x,y) dA
s s

I, = f @2 +y)é(xy)dA=1,+1,
s

Contoh : Tentukan momen inersia terhadap sumbu x,y, dan z untuk Lamina pada

contoh sebelumnya.

Solusi :

8
1
1x=ﬁxy3 dAsz xy? dydxzzfx“/sdx=877,71
s 00 0

8
1
x3y dydx = Ef x*adx = 6144
0

= [y aa- f

O\R
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I,=I,+1,=7021,71

w Bila kumpulan massa Y.;_; m;, = M
A
\_) Makal = Mr?
T
< * _ |1
=M
L T = jari-jari girasi (kitaran)

] adi energy kinetic dari system yang berputar mengelilingi . dengan kecepatan sudut

w adalah

1
KE = sm
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