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BAB IV 

INTEGRAL DALAM RUANG DIMENSI-n 

 

4.1. INTEGRAL LIPAT DUA ATAS PERSEGI PANJANG 

Andaikan f suatu fungsi dua peubah yang terdefinisi pada suatu persegi panjang 

tertutup R, jika 

���
|�|→�

� �(���, �����)�

∆

���

 

Ada, kita katakana f dapat diintegralkan pada R. lebih lanjut � �(�, ���) �
�

���
|�|→�

∬ �(���, �����)�∆
���  

 Jika �(�� � �,  Maka � �(���� →
�

�
luas daerah di bawah kurva 

 Jika �(�, �� � �, Maka � �(�, ���) →
�

 volume benda pejal dibawah permukaan 

� � �(�, �� dan diatas persegi panjang R. 

SIFAT-SIFAT INTEGRAL LIPAT DUA 

(�� Integral lipat dua adalah linier, yaitu : 

 � ��(�, ���) � � � �(�, ���)
��

 

 � =�(�, ��� � (�, ����) � � �(�, ���)
��

� � � (�, ���)
�

 

(�� Integral lipat dua adalah aditif pada persegi panjang 

 � �(�, ���) �
�

� �(�, ���)
��

� � � (�, ���)
��

 

(�� Sifat perbandingan berlaku. Jika �(�, �� � �(�, ��  

       Untuk semua (�, �� di R, maka  

∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑� �(�, ���)
�

� � � (�, ���)
�
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Bila � � �(�, ��� � � � � �, � � � � �� 

Maka volume 

� � � �(�, ���)
�

 

�� � � �(�, ���)
�

� � �� �(�, ����

�

�

� ��

�

�

�  

atau 

�� � � �(�, ���)
�

� � �� �(�, ����

�

�

� ��

�

�

�  

Contoh : 

Hitung � �� (�� � �����
�

�
���

�

�
 

Solusi :� (�� � ����� � =��� �����
��

�
� � � �� � (� � ��� � � � �� 

∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑� ≥� (�� � �����
�

�

���

�

�

� � (� � ����� � ∫�� �
�

�
���

�

�
�

�

 

                                                          � � �
��

�
�

��

�
 

Contoh : Cari Volume dari benda pejal yang dibatasi oleh � � � � ��� � dan dibawah 

oleh persegi panjang � � �(�, ���� � � � �, � � � � �� 

Solusi : � � � (� � ��� �∑��)
�

� � � (� � ��� �∑�����
�

�

�

�
 

∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑� � ≥�� �
��

�
� ���

�

�

�� �

�

�

� ∫� �
�

�
� ��

�

�

�� �

�

�

∫�� �
�

�
� �

�

�
���

�

�

 

∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑� � �
�

�
� � ���

��  

 

 

�∑

�∑

�∑
�∑

�∑

�∑

�∑
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4.2. INTEGRAL LIPAT DUA atas DAERAH BUKAN PERSEGI PANJANG 

 

 

  

 

 

 

 

�� �(�, ���)
�

� � � �(�, ������

��(��

��(��

�

�

� 

�� �(�, ���)
�

� � � �(�, ������

��(��

��(��

�

�

� 

Contoh : Hitung integral lipat � � (�� � ��������
��

��

�

�
 

Solusi : 

� � (�� � ��������
��

��

�

�

� � =��� � ������
��

�

�

�� 

∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑� � =(��� � ����� (� ���� �����
�

�

�� 

∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑� � (��� � ��� � ���
�

�

�� � ≥�� � �� �
��

�
�

�

�

� ����
�

�
 

 

  

� � ��(�� 

� � ��(�� 

� 

� 

� 

� � � 

� � ��(�� 

� � ��(�� 

� 

� 

� 

� 

� 

� 
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Contoh : 

Tentukan volume bidang empat (tetrahedron) yang dibatasi oleh bidang-bidang 

koordinat dan bidang �� � �� � �� � �� � � 

Solusi : 

�� � �� � �� � �� � �∑∑→ � �
�

�
(� � � � ��� 

Mencari volume benda pejal � �
�

�
(� � � � ��� dan diatas daerah S 

Bidang yang diberikan memotong bidang �� digaris � � �� � � � �� Persamaan ini 

dapat ditulis � � � �
�

�
 dan� � � � ��� sehingga S dapat dinyatakan sebagai himpunan 

y  

� � �(�, ���� � � � �∑, � � � � � �
�

�
� 

Atau sebagai himpunan x 

� � �(�, ���� � � � � � ��∑, � � � � �� 

Bila kita pilih S sebagai himpunan y 

� � � �
�

�

��
�
�

�

�

�

(� � � � ������� � � �
�

�
� (� � � � ���

��
�
�

�

�����
�

�

∑

� �
�

�
=�� � �� � ���

�

��
�
�

�

�

�� �
�

��
� (�� � �� � ��� � �

�

�

∑

∑

����∑���������∑��������∑�����∑���∑

����∑�[����∑��+���∑�∑�] � � �(�, ���)
�

�∑

������∑�∑�[ ����∑��+���∑(�����∑�[ ���∑�����∑����∑�[ +�����∑��������∑�[������∑�����∑

���������∑�[ �����∑�[ ���+[ ���∑����∑�[����∑�[�������∑�(�, �� � ��∑��������∑��[�∑

��+��∑�,∑�����∑���,∑���∑�����∑����∑∑�[������∑+���∑���������∑

∑

∑
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������∑�∑

] � � ���)
�

� � � ��∑����
�

�
��

�

�

�

∑

∑∑∑∑∑� � ≥
���

�
�

�

�
�

��

��
�

�

∑

∑∑∑∑∑�
�

�
∫

�

��
�

��
�� �

�

�

� ���, �∑

�����∑����� ∑

����∑] �, ] �, ] �, � � ] ∆ ∑������∑��+�����∑�����∑+����∑����∑+������+�����∑

���[+������∑��∑(��, ���, (��, ���, � , (�∆, �∆�∑����∑�������∑� ���∑+�+[�∑�����∑�[ ������∑

��+��∑�∑���∑��+��∑�∑��∑�[ �����∑��[�∑�∑∑

� � � ∬ ��] �∑∆
��� ∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑� � � ∬ ��] �∑]

��� ∑

�����∑+����∑������∑�∑

�� �
� �

]
�

∬ ��] �∑∆
���

∬ ] �∑∆
���

∑∑∑∑∑�∑∑∑∑∑�� �
� �

]
�

∬ ��] �∑∆
���

∬ ] �∑∆
���

∑

����∑�����∑��+���∑����∑�[����������∑�(�, ��∑���∑+[ ������∑�����∑��[���∑��∑������∑��∑,∑

+���∑�����∑+�������∑������∑�∑

�� �
� �

]
�

� ��(�,��∑��
�

� �(�,��∑��
�

∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑�� �
� �

]
�

� ��(�,��∑��
�

� �(�,��∑��
�

∑

������∑�∑�[ ������∑�����∑+�����∑��+���∑����∑������∑�[ �[��+���∑

� � � � ��(�, ��∑��

�

� � � ���∑���� �
�

�
� �

��
�� �� � ���, ��

�

�

�
�

��

�

�

�

∑

� � � � ��(�, ��∑��

�

� � � ���∑���� �
�

�
� ���� � ���, ��

�

�

�
�

��

�

�

�

∑

� 

� � �
�

��  
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� ���∑�����∑+����∑

�� �
� �

]
� �, ��∑∑∑∑∑∑∑∑�� �

� �

]
� �, ��∑

∑

∑

� �� ��∑�������∑

�����∑�����∑����[+∑�∑������[�∑����∑�����∑������∑����∑�[�+����∑] �, ] �, � �, ] ∆ ∑���∑

����∑�[������∑��, ��, � �, �∆∑����∑�����∑��∑

� ���∑+�+[�∑��[����∑����[+∑���∑�[������∑�∑���[ ���������∑�[ �����∑∑

� � ] ���
�� ] ���

�� ] ���
�� ��] ∆ �∆

� � ∬ ] ���
�∆

��� ∑∑

����∑�����∑��+���∑�[ ����∑�[�������∑�(�, ��∑����∑+[������∑�����∑��[���∑�∑����∑

������∑���∑� �+[ �∑��[����∑��+���∑�[������∑��+��∑�,�,∑���∑�∑���[ �����∑��[�∑�∑

�� � � ���(�, ��∑��

�

∑∑∑�∑∑∑�� � � ���(�, ��∑��

�

∑

�� � � (��� ����(�, ��∑��

�

� �� � ��∑

������∑�∑�[ ������∑+�+[�∑��[����∑�[ ������∑��+��∑�,�,∑���∑�∑�����∑��+���∑����∑

������∑�[�[ ��+����∑

������∑�∑

�� � � ���∑��

�

� � � ���∑���� �
�

�
� �

��
�� �� � ���, ��

�

�

�
�

��

�

�

�

∑∑∑∑

�� � � ���∑��

�

� � � ���∑���� �
�

�
� �

��
�� �� � ����

�

�

�
�

��

�

�

�

∑∑∑∑
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�� � �� � �� � ����, ��∑

∑

∑

∑

����∑��+�����∑+����∑∬ ] � � �∑∆
��� ∑

� ���∑� � ����∑

�� � �
�

�
∑

�� �∑���������∑������∑(��������∑

∑

����∑[�[���∑���[���∑����∑����[+∑����∑�[������∑+[ ��[ �������∑�∑�[����∑�[ �[�����∑�����∑

� ∑������∑

≤� �
�

�
]���� �∑
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