BAB IX
NILAI EIGEN DAN VEKTOR EIGEN

Dalam persoalan teknik, sering dijumpai persamaan dalam bentuk:
Ax=Ax

dengan A= [al.jJ adalah matriks bujur sangkar dan A adalah bilangan skalar.

Untuk solusi non-trivial , yaitu x # 0 , harga A yang memenuhi persamaan itu
disebut nilai eigen, atau nilai karakteristik atau akar laten dari matriks A, dan
solusi yang bersesuain dengan A.x=Ax disebut vektor eigen atau vektor
karakteristik dari A.

Bila persamaan diatas dinyatakan dalam bentuk sistem persamaan yang

terpisah, diperoleh:

all a12 a13 ooooooooo a ln xl xl
azl a22 a23 oooooooo .azn x2 x2
=1 .
Ay Ay Qe Aoy | X0 | [ %]
Yaitu:
a; X, +anx, ... a,,x, = Ax,
Ay X) + Ay Xy + ... a,,x, = Ax,
a, X, +a, ,x, +.... a,x,=Ax,

Bila ruas kanan dipindahkan ke ruas kiri, persamaan menjadi:
(Clll _i)xl + alzxz + ..... Cllnxn == O

Cl21x1 + (6122 —ﬂ.)xz + ..... aznxn = O

a, X, +a,,,x,+... (a,,—A)x, =



Yaitu:

(Clll - ﬂ.«) 6112 6113 ........ .Clln xl 0
6121 (6122 - ﬂ.«) Cl23 ......... azn x2 0
Ay Gy g (@, =D | x,] 0]

Ax=Ax menjadi Ax—Ax=02> (A-Al)x=0
Agar sistem persamaan linier homogen ini mempunyai solusi non-trivial, maka

haruslah: 'A — ZI' =0

(CZH 'ﬂu) 6112 6113 ........ .Clln
6121 (6122 = ﬂu) 6123 ......... azn
-2=. . . . =0
Ay Ay Gy (@, =) |

'A—/II' disebut determinan karakteristik dari A dan 'A—ZI':O disebut

persamaan karakteristik.

CONTOH:

4 -1
% Carilah nilai eigen dari matriks 4 = L J

Solusi:
4-1) -
Determinan karakteriktik: 'A — ﬂ.l' = )
1-4
Persamaan karakteristik: 'A - /11' =0

G-D)A-A)+2=0 > I -51+6=0 D> (1-2)(1-3)=0
A =2 A, =3



2 3 -2
% Carilah nilai eigen dari matriks 4={1 4 -2
2 10 -5

2-4) 3 -2
Persamaan karakteristik: |A — )J' = 4-1) -2 =0
10 (-5-4

A+A)(1-1)Y>=0 > 4 =-1 A4 =1 4, =1

Latihan:
1 2 2
Tentukan nilai eigen dari matriks A={1 3 1
2 21

Vektor eigen

Untuk setiap nilai eigen yang diperoleh terdapat suatu solusi x yang bersesuain
dengannya, yang disebut vektor eigen. Dalam bahasa matriks, istilah vektor

menyatakan matriks baris atau matriks kolom.

Contoh:

4 1
Tinjau suatu persamaan A.x = A x dengan 4= {3 }

4-2) 1
Persamaan karakteristiknya adalah: Ig 22 /IJ =0
(4-2)2-24)-3=0 D> A -61+5=0> (A-1)1-5)=0> A4 =4, =5

% Untuk A, =1, persamaan A.x= A X menjadi:

4 1 || x X 4x, +x, =X,
: =1. > persamaan yang
3 2| x X, 3x, +2x, =x,

manapun akan memberikan x, = —3x,. Hasil ini menyatakan bahwa

berapapun nilai x; , nilai x;, selalu 3 kalinya. Dengan demikian vektor



k
eigen dalam bentuk x, = { k} merupakan bentuk umum dari

sekian banyak vektor eigen. Vektor yang paling sederhana adalah

s

s Untuk A,=75, persamaan A.x= A X menjadi:

4 1 |lx | x5 4x, +x, =5x,
: =5. > persamaan yang

3 2| x X, 3x, +2x, =5x,
. , 1
manapun  akan memberikan x; = x,; Jadiuntuk 4,=5 2> x, = L}

Kesimpulan:

1
X, = L 3} adalah vektor eigen yang bersesuain dengan 4, =1

1
X, = L} adalah vektor eigen yang bersesuain dengan A, =5

Contoh:
Tentukan nilai eigen dan vektor eigen untuk suatu persamaan A.x = A X
2 0 1
dengan A=|-1 4 -1
-1 20
Solusi:
2-4) 0 1
Persamaan karakteristiknya adalah: 1 (4-1) -1=0
1 2 -A

2-Af=Ad-A)+2}+1{~2+(4-1)}=0
Q-ANP —42+3}=0 > 1=123

‘:’ Untuk /11 =1



1 0 1] x 0
-13 -1}|{x,|=|0
-1 2 -1 x, 0

X +x,=0 2 x =—x,
—X+2%,—x;=0 2 —x,+2x,+x,=0 2 x, =0

1
x, =| 0 |adalah vektor eigen yang bersesuain dengan 4, =1

-1
‘:’ Untuk /12 =2
0 0 1|lx 0
-12 -1|{x,[=|0
-1 2 -2 x 0
X, =05 —x;+2x,—x;=0 2 x, =2x,

2
x, =|1 |adalah vektor eigen yang bersesuain dengan A, =2

0

o Untuk A 3= 3

-1 0 1} x 0
-11-1 |{x,|=|0
-1 2 -3 || x 0

1
x; =| 2 |adalah vektor eigen yang bersesuain dengan A; =3

1

Kesimpulan:



1
x, =| 0 |adalah vektor eigen yang bersesuain dengan nilai eigen 4, =1
-1

2
x, =|1 |adalah vektor eigen yang bersesuain dengan nilai eigen 4, =2
0

1
x, =| 2 |adalah vektor eigen yang bersesuain dengan nilai eigen A5 =3
_1 _
LATIHAN:
1. Tentukan nilai eigen dan vektor eigen untuk suatu persamaan A.x = A X
1 -1 0
dengan A=1 2 1
-2 1 -1
2. Tentukan nilai eigen dan vektor eigen untuk suatu persamaan A.x = A X
22 -2
dengan A=|1 3 1
1 2 2



