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PERSAMAAN DIFERENSIAL BIASA ORDE SATU

Definisi:

Persamaan diferensial adalah suatu hubungan yang terdapat antara suatu variabel
independen x, suatu variabel dependen y, dan satu atau lebih turunan y terhadap x.

Orde dari suatu persamaan diferensial ditentukan oleh turunan tertinggi dalam
persamaan tersebut.

Contoh:
d . .
xd—z—yzzo - pa sanmaandi f a ersi al or desat u

dzy y . .
Xy -y sinx= 0 - pa sanaandi f a awsi al or de— dua

dy dy , , . .
E—ya+e *=0 - pasamandif a eisial or de—ti ga

Proses Pembentukan Persamaan Diferensial

Contoh: y =Asinx+ Bcos x A, B=konstanta sembarang

—yzAcosx—Bsinx

dx

d*y .

Sz = —Asinx—Bcos x
dx

dzy _ dzy

=Y ~2ty=0 (pesamandif e esial or de-dua)
Contoh:

Bentuk sebuah persamaan diferensial dari fungsi y =x + g

Solusi: y=x+§=x+Ax‘1

dari persamaan diatas



A
“=y-x -4=x0-»

dy x(y —x) y—x x—-y+x 2x-Yy

_— _—:1— = ==

dx x? X X X
x%sz—y - pa sanaandi f a ewsial or desat u

Contoh: Bentuklah persamaan direfensial untuk  y = Ax? + Bx

Solusi:
y = Ax? + Bx
d
%Y 24+ B
dx
d?y 1d?*y
az =2 7 A% 3
e e dy ﬂ
Substitusi - -~ =x-5+B
_dy_ 4y
B = dx dx?
1d?*y dy d?y
= 2—_ —_— —_—
Y =X 2 dx + x(dx *dx?
_xtd*y dy ,d%y

“2a T e Y a2

Catatan:
Fungsi dengan 1 konstanta sembarang menghasilkan persamaan orde-satu

Fungsi dengan 2 konstanta sembarang menghasilkan persamaan orde-dua

Penyelesaian Persamaan Diferensial

Penyelesaian Persamaan Diferensial = manipulasi persamaan tersebut sehingga seluruh
turunannya hilang dan harga menyisakan hubungan antara x dan y.



Metode 1 : Dengan integrasi secara langsung

Bila persamaan dalam bentuk y’=f(x), maka persamaan tersebut dapat diselesaikan

dengan integrasi sederhana
Catatan — selanjutnya % ditulisy’
d?y ... .. “«
2 ditulis y
Contoh:
y =%3-6x+5
y=f(3x2—6x+5)dx=x3—3xz+5x+C
y=x3—-3%2+5x+C
Contoh:
xy' =5x3+4

4 4
y =5x%+— —>y=f<5x2+—)dx
x x

5
y=§x3+4lnx+C

!

Contoh: Tentukan penyelesaian khusus dari persamaan e*y

4
y=f<;) dx=f4e‘xdx= —4e™ +C

Masukkan nilai x =0 -y =3
3=—4e%+C ->C=7
sy=-—4e™ +7

Metode 2: Dengan pemisahan variabel

Bila persamaan yang diberikan berbentuk y' = f(x, y, variabel y di sisi kanan
menyebabkan persamaan tersebut tidak dapat diselesaikan dengan integrasi langsung.
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Contoh: y' = y:1 - (y+1)y =2x



f(y+1)dy=f2xdx

2
y 2

< — C
Ty =2t
Contoh:

y =0A+x)A+y)

'=(1+x)
1+y) ”
f 1 4 (1+ x)d 11+ y) FEAp
= - — R
1+ ¥ xJjax y)=xT5
;Y2 4xy? y+xy?
Contoh: y = Fya? -y =y

y*(1+ x) y— 1d (1+ x) p
— - =
x2(y—-1) y 2

y—1 _ [(A+x) fl _2 _f L, 1
fyz dy = " dx - (y y )dy— <x +x)dx

slny+yl=—x1+1lnx+C

A

1 1
“sIny4+—=—-—=—+Inx+C
y x

Contoh: y’ =% - —dy ——dx

[ty [Lar

Iny—1=Inx+C

o x2+1
Contoh: xyy' = S

x?+1 1
yy+1y = - f(y2+y)dy=f<x +;) dx

l
w |,

+y7——+lnx+C



Contoh: ytanx. y= (4+ y*)sa?x

y |, se’x f( Y V4 f se’x p
= — - =
4+y2y t anx 4+y2) y tanx ) ¥

1
Ell(y+y2)=lntanx+(]

PERSAMAAN HOMOGEN DENGAN SUBSTITUSI y = vx

oy

Contoh: y' = ~

Persamaan tersebut tidak dapat dinyatakan sisi kanan dan sisi kiri dalam bentuk “factor
x” dan “factor y”. Dalam kasus ini kita menggunakan substituy = vxsi , dimana v
adalah fungsi dari x.

Bila y = vx didefinisikan, maka

dy 1+ dv dy N dv
dx U ax Tax T VT ax
Sehingga

x+3y x+3x 1+ . L
= = ; sdi nggape s amaannay adi

2x 2x 2
N dy 1+3 dv 1+ 3 1+ 3v - 2v 1+v
— = - = — = =
VT Xax T 2 Yax~ 2 Y 2 2
dy 1+v f 2 d fld
—_— = b d = —_
xdx 2 1+ v v X .

2IlMf1+v)=Inx+C=Inx+1nAd
2 _ . Yy
(1+v) =Ax;tdapi y =vx ov=_
yz
(1+;) —Ax - (x+y)%=Ax3

x2+y2

Catatan: y' = ; pa’ s anaan hono g

itusi v = W _
Substitusi y = vx iAo



x2+y?2 x2+vix? 1+ v?

xy vx? v
dv 1+v? dv 1+v? 1+v2—-v%2 1
V+-XxX—= - X— = R ——
dx v dx v v
dv 1 1

1
x—=— -v.dv=—dx ﬁfvdv:f—dv
dx v X X
v’ 1 +C peay; 1 +C
- = - — (= =
> nx z(x) nx

y?=2x2(Inx+ 0

2xy+3y 2
Catatan: y’ = %;pe‘ samlanh)m)gm

itusi v = W _
Substitusi y = vx — oVt x -

2xy +3y? 2vx’+3w%x? 20+ 3w?
x2+2xy  x2+2vx? 1+ 2v

dv 2v+ 3?2 dv 2v+ 3?2
T —— - _—
dx 1+ 2v xdx 1+ 2v

dv_2v+3vz—v—2vz_v+v2

X— = =
dx 1+ 2v 1+ 2v
dv v+v? 1+2v 1
E_1+2v - fv+v2dv_f;dv

In(v+¥)=Inx+C=lnx+1nC

v+v:=Ax
Karena
y =vx —>sz
X
y ¥y s
;+F—Ax - xy+y-=Ax

Contoh: (x? + y?)y' = xy

: Xy

=———"—:substitusi = vx
(x? +y?) Y

y



xy  wvx?
x2+y2  x2+vix2 1+ v?

N dv v dv v v—v—7v3
vV+Xx—=—"— S X—=—"——-V=—r"-"-——
dx 1+v? dx 1+v? 1+ v?2

dv —v3 f 1+ v 2 p fld
—_— = o =—| =
xdx 1+ v?2 v3 v X .

-2

+Ilnv=—-Inx+1nAd

1
f(v‘3+;)dv=—lnx+6 -
lnv+lnx+an=2% (InK=-1n4

I n Kvx = —>tapiy=vx—>v=¥

212
2
2y?

InkKy = - 2y?’1nKy = x*

Keujudan dan Ketunggalan

Dibagian sebelumnya kita lihat bahwa persamaan diferensial orde satu terjadi dalam
banyak model. Tentu saja model itu berguna bila persamaan diferensial yang dihasilkan
dapat diselesaikan secara eksplisit, atau paling sedikit jika kita dapat menemukan teknik
yang beraneka ragam untuk menyelesaikan suatu PD, akan sangat bermanfaat
mengetahui apakah PD itu mempunyai penyelesaian atau tidak. Yaitu, apakah PD itu
ujud? Sebagai contoh PD, (y')? + y? + 1= 0 tidak mempunyai penyelesaikan real,
karena ruas kiri selalu positif,

Bentuk umum persamaan diferensial orde satu adalah

Y =FXy) .. .. (D

Bila kita ketahui nilai y, pada saat x,, atau

y(x9) = Yo v ven e (2)

Maka kita akan dapat mengetahui kedudukan/nilai y pada x berikutnya dan y akan
bergerak pada lintasan tunggal. Ini berarti, PD pada pers (1) mempunyai penyelesaian
yang memenubhi syarat (2), dan PD itu mempunyai hanya satu penyelesaian.



Syarat (2) disebut syarat awal; dan pers (1) dan syarat (2) disebut MASALAH NILAI AWAL
(MNA) atau Initial Value Problem.

PERSAMAAN LINEAR — Penggunaan Faktor Integrasi

Tinjau persamaan y' + 5y = e?*
Metode sebelumnya tidak dapat digunakan untuk menyelesaikan persamaan ini.
— kalikan kedua sisi dengan e>*

e’ .y + y.5e%* = e** 5% = e7*

Merupakan turunan dari y. e>*

i{yes"}ze” —>ye5x=fe7xdx=1+6
dx " ' 7
e7x
- _ C —5x
y = +Ce

Persamaan diatas dapat dinyatakan dalam bentuk y’' + Py = Q; persamaan ini disebut
persamaan linear orde pertama.

Untuk menyelesaikan persamaan ini, kalikan kedua sisi dengan sebuah factor integrasi

yang selalu berbentuk el P4*_ Hal ini akan mengubabh sisi kiri menjadi turunan dari hasil
kali.

Dari contoh sebelumnya y’' + 5y = e?*; P=5

[ Pdx = 5x — faktor integrasinya adalah e>*.
Contoh:y'—y=x - y +Py=Q (P=-1; Q=x)
Factor integrasi e/ P4* - [Pdx = — [dx = —x

Jadi factor integrasi - e™*

Kalikan kedua sisi dengan e™

- e*fy -—ye*=xe"*

d
a{e"‘.y} =x.e* oye*= fx. e *dx



Integral disisi kanan dapat diselesaikan dengan integrasi perbagian.

fu.dv:u.v—fvdv

y.e*=x(—e™)+ f e*dx=—-xe*—e*+C
y=—x—1+C €*

Tinjau y’ + Py = Q; dimana P&Q fungsi dari x
Faktor integral = FI = e/ Pd*

yr_edex +Py_edex — Q.edex
- J

-~
Turunan dari y. e/ P4x

d

a{y.efpdx}zQ.edex — di i nt @r asi kant a hadap x

y.elPdx — [Q.elPdxdy

\)
y=FI:fQ.FIdx

Definisi Dasar Logaritma

eln(f ungsi)_ f ungsi eZlnx: eln(xz) — xZ
el"F-F edlnsinx — eln(siﬁx)zsiﬁx
elnsinx— ¢inx e—lnx:eln(x_l):x—l :1

X
Contoh: x.y’' — 2y = —x?
Solusi: bagi kedua sisi dengan x

2
y’—;y=—x -y +Py=Q

P=——:0=—
xQ x

Gunakan rumusy. FI = [ Q.FI.dx



2 1
— (£ =2
FI:eJ-de:e J‘xdx:e_ZIHx:elnx :x_zz—

1 1 1
y.;z—fx?dxz—f;dxz—lnx+c

Contoh: y' + y.cot x = cos x
Selesaikan persamaan diferensial tersebut
y +ycot x=cosx -—->J+Py=Q
P=cot x;Q =cos x

cos x .
FI = e/ Pdx — gfcot xdx _ ejsinxdx —elnsinx— ¢iny

y.FI :fQ.FI.dx - y.sinx = fcos x.sinx.dx

] 1 i 1tx + C 1 i tx + ¢
. - = e d = —
y.sinx 251 x y 251 x Sinx

1 .
y=551ﬂx+Ccosa:x
Contoh: Selesaikan PD berikut
x+Dy +y=(x+1D?2
Solusi: Bagi kedua sisi dengan x + 1

1

y'+ y=kx+1) ->P= Q=(x+1)

x+1 x+1

1
FI = el Pax = oliag ¥ = gltx+1) — x 4 1

y.FI :fQ.FI.dx - y. (x+1)=f(x+1)(x+1)dx

+1)3
y.(x+1)=f(x+1)2dx=¥+6
+1)3 C
_ & )Jr
3 x+1

Contoh: selesaikan persamaan diferensial berikut



xy' —5y =x"

Solusi:
xy'—5y=x7 - bagi kadluasisi deiganx

/ 5 6 P 5 6
—_——y = - =——0=
y xy X x;Q X

5
dexz f—;dxz—Slnx

5 1
FI = e/Pdx — g=5lnx — plnx :x—5:_5
X

1 6 1
y.FI :fQ.FI.dx %y.;zfx ;dxzfxdx

1 1, 5
Y5 =% +C -y= -+

Contoh: carilah penyelesaian masalah nilai awal (MNA) atau Initial Value Problem

y —-2xy=x; y0)=0
Solusi: y' — 2xy = x ->P=-2x;Q=x

FI = el Pdx — o~ [2xdx — e—x2

y.FI = fQ.FI.dxz fx.e‘xzdx

1
y. e = fx. e* dx = —Ee‘xz +C

1 ¢ 1 2
y=—g3tm ~y=—gtcCe
1 1
= - _Z 0 —
y(0)=0 -0 2+Ce - C >
~ 1+1 2
Yy=-372°¢

Contoh: selesaikan PD berikut:
(1-x2)y' —xy=1

Solusi: kita bagi kedua sisi 1— x 2

11



X 1 —X 1

L = P: . =
y 1—x2y 1— x 2 - 1—x2'Q 1— x 2

dexzf ad dx=%ln(1—x2)

1—x2

11 12 21 1
FI = e2 n(-x%) _ el n(-x%)2 — (1_x2)2

1 1
y.FI :fQ.FI.dx —>y.\/1—x2=f 1—x2dx=f

1-x? V1—x2
yNJl1—x2=sin'x+C

dx

Contoh: selesaikan persamaan (x — 2)y’' —y = (x — 2)3; jika diketahui y = 10

untuk x = 4
Solusi: (x — 2)y’ —y = (x — 2)3; bagi kedua sisi x — 2

1

1
r_ — (v —2)2. P — _ C 0 — _ 9232
Y =¥ =0=-2)% P=-——:;Q=(x-2)

-1
Pdx = dx = -1 -
f x fx—z x n(x—2)
FI = e 1n(x-2) — gln(x-2)" _ (x—2)71 = 1
x—2

— 2
y ! _f(x—Z)Z 1 dx:f(x_z)dx:u_}_c

x—2 x—2 2

— 9)\2
—>y=¥+€(x—2)

8
x=4y=10 -1 = E+CZ_)C:3

2y=(x—2)2+6(x-2)

PERSAMAAN BERNOULLI

Persamaan Bernoulli:
y+Py=Qy" P & Q fungsi dari x

Bagi kedua sisi dengan y";

12



. 4y _ q_ +n 4y
Masukkanz=y ™" —--= (1-n).y "
Jika persamaan (1) dikalikan dengan (1— n ) menjadi
(1-n)y™y + (1-n)Py*™ =(1-n)Q,

%+P12=Q1; dimana P;&Q; adalah fungsi dari x. selanjutnya dapat

diselesaikan dengan menggunakan sebuah factor integrasi.

Contoh:
o d _
Selesaikan d—z —y=e*y?
Solusi: bagi kedua sisi dengan y?, didapat y 2 % —yl=e*.... (*)

Bilaz=yt™™ =y2 =yl

yoy L dz_dzdy , dy

=y - = . = .
dx dy dx dx

dz  _, dy

dx - Y dx

Maka persamaan (*) menjadi

dz _x dz N _x
—_— 7= _ — = —

Ix iT€ 2z Z e
dz

dz
_ = —e* 1 1 _ =
dx+z e — idatt i kdagan dx+PZ Q

P=1Q=-e ™ — nakabisannggunakanf akt or int @r asi

FI = e/ Pdx — pfdx — ox

zFI = fQ.FI.dx —>zex=—fe‘x.exdx

zexz—fdxz—x+C; kar eaz=y ',makay l.e*=-x+C

-y = C—x

Bila kita cek kembali untuk melihat apakah y menyelesaikan persamaan asal
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u vu' -uv !

Y= —>ingatrum¢sy=;;y’= —

dy (C—x)e*+e* e* e*
Mk T T =02 (—x) T C=x)
dy e*e*

dx_y-}_(C—x)2

dy X - —X 2
a—y+e [(_x)] —y+e .y

—sesuai dengan soal

Contoh: selesaikan persamaan berikut

4y _ y*cos x
dx

x*y — 3

Solusi: — solusi dasar % + Py =Qy™"

Bagi kedua sisi dengan (—x°) menghasilkan ool

Bagi kedua sisi dengan y*

-4 7 _ 3
y Ix xy =T (%)
. — _ dz dz dy —4 dy
Misalz=y1™ = y3 === ==
y y dx dy dx 3_)’ dx

Kalikan persamaan (*) dengan -3; maka

» dy 3 ; COSX dz 3 Ccos x
—yt—+—y3= 3 > —+4+—-zZ= 3
dx x X dx x x
Selesaikan persamaan dengan metode FI; P = %; Q= ?a:; :

3
FI = el Pdx — effdx — ednx — elnxa = x3

3os x 3
x’dx

_ 3 _
zFI—fQ.FI.dx - ZX —f 3

zx3=f3c'osxdx=33inx+C

Karenaz=7y 3, makay3x3 = 3sinx+C

_ —y4cos x

14



3

x 3
?: 3sinx+C -y

5 X
" 3sinx+C

3
3 X

Y T 3sinx+ C
Contoh: selesaikan y — 2x + % =x(x+ Dy?3

Solusi: bagi kedua sisi dengan - 2x

dy 1. _ _ (4D 3 dy — n
ix xY = oA merupakan bentuk dasar Ix + Py = Qy

Bagi kedua sisi dengan y3

dy 1 (x+1
-3 77 T 2 - _ ];—n a2
Y ax T 2x? 2 (), bilaz y

dz dz dy 2y-3 dy

dx dy'dx Y dx
Kalikan (x) dengan (— 2) -

dy 1 dz 1
—_ -3 2 — _2: _ — =
2y 'dx+xy (x+1) —>dx+x.z x+1

Selesaikan dengan factor integral; P = %; Q=x+1
1
FI = el Pdx = oz = glnx= 4

zFI = fQ.FI.dx —>zZx= f(x+1)xdx=f(x2+x)dx

3 2
X X .,
zx=7+7+C  karena z=y?

_2 x3  x?
yex=—w+-+C -

x 2x3+¥I+A4
3 2 yz 6

;A= 6C

) 6x
y =
2x3+ 2+ A
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