BAB VII

MATRIKS DAN SISTEM LINEAR TINGKAT SATU

Sistem persamaan linear orde/ tingkat satu memiliki bentuk standard :

d

% =a 11 (Dx; +a,(Oxz + -+ a 1,(Ox, + f1(t)

%2 = an (D% + a2 (0% + -+ + Qg (X, + f2(t)

a - Ay Ox;+ap,(®Ox;+ -+ ay Ox,+ fot) o (D)

Diasumsikan koefisien a; {(t) dan fungsi f, (t )adalah menerus pada interval tertentu I.
dalam kasus Matriks persamaan diatas dapat dinyatakan :

DAY (). (B R 2 () RN 073
Dimana:
x4 (2 xq'(t Fq(t
xo =28 x@ =), e =|®
PR %, (t F,(t
[a11(t) () - apu(t
A = |2@) @) - an(t)
@ (8) Gg(t) -~ an(t

Bila kondisi awal x4 (ty) = x19, X2(tg) = X9 , .e. ou. xn(ty) = x,p , hasil masalah nilai
awal dapat dinyatakan sbb :

X' =AX+F
Dengan batasan kondisi awal

X10
X2
x(tg) = xo, x(t) = :

X0
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Contoh : Tulis persamaan diff. orde ke-4 menjadi system pers. Linear tingkat Satu
@ -3y 42y -y =20
Solusi : y(4) = %y _y’ +%yll+;yur+ et

Masukkan variabelbarux; =y ,x, =y ,x3=y"", x4 =y

Substitusi ke persamaan diatas

X1 =Y =X
X' =y'=x3
xX3' =y '= 2y
x, = (4):1 — Z — -t
4=y > %1 x2+2x3+2x4+e

3t
e
Contoh : Fungsi Vektor x = (et - e3t>
3t
—e

4 0 1
xX=(-21 0|x
-2 0 1

Untuk mengecek hasil ini , diturunkan setiap komponen x

Adalah solusi dari sistem 3x3 :

dx; _dEe®) 3

dt ~  dt 3e

dx, :d(e‘—e&) ot 3
dt dt

dxs _ d(—e*) P

dt dt

Tentukan komponen dari perkalian AX :

4 0 1 e 4e¥ — 2 3e ¥

65



Keujudan dan Kemurnian Penyelesaian

Theorema:

Bila komponen Matriks A(t ) dan vektor kolom F (t adalah fungsi menerus pada interval
I: a <t < byang terdapat t,, ; maka terdapat solusi unik x(t )pada masalah nilai awal

X' = AX+F
Dengan x(t,) = x,

Sistem Linear Homogen

Bila x,(t), x,(t), ... x,(t) adalah fungsi vector pada interval I. Fungsi tersebut adalah
bebas linear pada interval | bila terdapat konstanta €, C5, C3, .... Cy, tidak sama dengan
nol, sedemikian sehingga

Cix1(t) + Cyx,(t) + -+ + Crxi (t) = 0, untuk setiap t pada interval I.

Bila fungsi tersebut adalah bebas linear — hasil penjumlahan juga bebas linear.

+ Wronskian Test untuk bebas linear.
Bila n fungsi vector
x11(t X12(t X1n(t
Xo (T : :
x@ =25 o= | | no=|
X (t X (L X (

Adalah solusi sistem x’ = AX; maka
xX11(t) - xa(t

Wixq, x5, ..., x,] = det
X (T) - xu (1

Contoh:

0 e e¥
Fungsivector x; = |e'|,x; = |—=22 2| ,x3 = |-

0 —2e2% —e¥
4 0 1
Menyelesaikan sistemx’' =[-2 1 0 |x
-2 0 1

Solusi : misalkan ambil x,
x; =e%
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X, = —2e2
x3=—2e2%
X' =2% =4x, +x3
Xy = —4e% = —2x 4 + x3
x3' = —4e% = —2x, + x5
Kemudian, x,’ = Ax,

et —2%2 _e*
0 —2%2 _—e*

0 e% e*
wlxy, x5, x3] = det

= —et(—e* +2e5t) = —ef #0

Oleh karena itu (x4, x5, x3) adalah solusi dasar penyelesaian. Sehingga solusi umumnya
adalah

X = C1x1 + szz + Cng
0 1 1
= Cl 1 et +CZ -2 en +Cg -1 e&
0 -2 -1

MATRIKS DASAR

Anggap vector (x4, x5, ..., X,,) adalah solusi dasar system homogen. Matriks @ yang
kolomnya dibentuk dari vector x; disebut matriks dasar dari system x’' = Ax

x11(t)  xg(t)
0= x21:(t) o (%)

Solusi umum pada system homogeny dapat dinyatakan dalam bentuk matriks dasar @ .
solusi umumnya adalah

X = C1x1 + szz S T Cnxn
X11 X12 X1n
X2 :
== Cl : + CZ : + nas mms mms wEs wEs ...+ Cn
X X2 Xm

67



Oleh karena itu :
€y
. ¢,
x = Qe ,dimanaC= | .
Cn

@ adalah matriks dasar.

SIFAT MATRIKS DASAR

1. Kolom matriks @ adalah bebas linear.
2. Determinan @ adalah Wronskian dari kolomnya :
Det @ = w[xq, X3, ... ... ... , X
3. Solusi umum x memenuhi hubungan
x = Qe
4. Bila kondisi awal diberikan, maka :
xo = 0(ty)e ; oleh karena itu
e = 071 (tg)xo
5.Darix’' = Ax danx’ = @’e, maka Ax = @'e - substitusix = 0e - AQe = @e
Karena e sembarang @' = AQ

Contoh:

0 et e
Xy = et , Xy = _23% , X3 = _e3t
0 —2e% —e¥

4 0 1
Adalah solusi bebas linier pada sistem:x' =|—-2 1 0 ] by
-2 0 1
Karena itu matriks dasar adalah
0 eZ e
O(t) = et —222 —e*
0 —2%2 —e*
Sebagaimana sebelumnya, det @ = —e® # 0. Invesnya :
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0 et _—et
') =|-e2Z 0
y 2 | e

1 0 1
00" =0'0 = [0 1 0]
0 0 1

1
Kondisi awal x(0) = [ 0 ]
-1
Solusi unik = yang memenuhi kondisi awal x = Qe

-

o 1 -1
e =0(00)x, = [—1 0 —1]

2 0 1
0 eZ e
x=1|et|+0[-2e2|+1|-e*
0 —2e% —e*
x;=e%2, x,=et—e¥*, x3=-e*

SISTEM NON HOMOGEN

Bila x,, merupakan solusi tertentu dari system nonhomogen x’ = Ax + F . dan bila x,
merupakan solusi umum pada interval yang sama dari sistem homogen yang
bersesuaian x' = Ax .

Maka :

Solusi umum dari system non homogeny pada interval tersebut adalah
X=X+ Xp

X, = solusi pelengkap dari system nonhomogen

X' =AXHF(t) oo it (1)

Dalam notasi matriks,

«0=[] #0=[e] 4= C J

Fungsi komponen f(t )dan g(t )dalam F diasumsikan menerus sepanjang interval I. a,
b, c dan d = constant.
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X, adalah vector penyelesaian yang memenuhi system.

Untuk menyelesaikan x, , kita dapatkan dua solusi bebas linear terhadap system
homogeny

x' = Ax

Dua solusi bebas linear dinyatakan dengan

=) =)

Kemudian bentuk matriks dasar

()
¢®‘Gm>»a§

Dalam istilah @, solusi umum system homogen dapat ditulis sbb :

x1(t) 7‘2(?)(61

”:““+““:Gm)»a C,

) atau x, = e , dimana C= (gl) adalah
2

vector constant.

Bila kita rubah parameter C; dan C, menjadi fungsi u; (t )dan u,(t ) Maka solusi kita
bentuk menjadi :

X, =y ()xg +uy ()%
Atau ekuivalen dengan x,, = du
Yang merupakan penyelesaian nonhomogen.

Selanjutnya menentukan fungsi yang belum diketahui u,; dan u,; dengan menggunakan
aturan perkalian

Xp' = ugxy + U xq + uxy’ +up'x;
L [ R AL
Vi Y2/ \U2 1 Y2/ \u,

x, =d'u+du’

Atau

Dengan substitusi ke pers (1) menghasilkan :
D'u+du’' = Adu+F

D' = AD
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Abu+du ' = Adu+ F ataudu’' = F
u =@1F

Kemudian tentukan fungsi u, (t) dan u,(t), sedemikian hingga :

u= f o 1(OF(t)dt

Resume Metode Variasi Parameter untuk menyelesaikan x’ = Ax + F(t)
Langkah 1 : Tentukan solusi pelengkap x,.

Selesaikan 2x , sistem homogen yang berbuhungan :

!

x' = Ax

Bentuk matriks dasar @ yang kolomnya merupakan penyelesaian bebas
linear x4 dan x,.

Langkah 2 : Ubah parameter.

xp = wy (D)xg +uy ()%

Langkah 3 : Cari Invers matriks @

ot = ()

Langkah 4 : Tentukan parameter u, dan u,

uq _
() =S @ ©F®a
Langkah 5 : Hitung Solusi x,,:

xp:tbu auz(Z;)

Langkah 6 : Bentuklah solusi umum

X=X, + X



Contoh :

Tentukan solusi umum system nonhomogen sbb:

dx

Ez3x—4y+1
dx—Zx +t
dt 3y

Penyelesaian :

Langkah 1 : untuk menyelesaikan system homogeny, substitusi x = k;e*¢ dan y = kye’t

kepada system homogeny untuk memperoleh fungsi aljabar

E — klelt R A kzelt_

Masukkan ke persamaan dalam soal » x' = Ax .
- kl/le“ =3k 16“ - 4kzelt 2
(3— x)k1 - 4k2 =0

- kzz,elt =2k 16“ — 3kzelt

Determinan =0

3-2) —4 —o
2 (-3-1)|

3-2)(-3—2)+8=0 - A%2-1=0

Maka nilai eigen (eigen value) : 4 = —-1,1.

Substitusi> A = —1ke *

4k1—4k2:0 —>k1:k2
U, —2k, =0 k, = sembarang

Pilih k, = 1 —vektor solusi.

=)

Substitusi > 4 = 1ke *
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2](1—4k2:0 —>k1:2k2
U, — 4k, =0 k, = sembarang

Pilih ky = 1

Vector penyelesaian

=)

Matriks dasar @ = ( e’ 2 t)

et et

Langkah 2 : Tulis bentuk solusi tertentu.

== (g %) ()

Langkah 3 : Tentukan determinan matriks dasar @
Detd=et. et —2tet=—-1%0

ot =g5(ee )

Langkah 4 : Tentukan fungsi u;dan u,

veotr=-(£ B0

:(—e‘+23‘) -—->
et—-tet/ ---»

Integrasi setiap komponen U’
u
u= ( 1) -y = f(—e‘+2§.e‘)dt

u;

=—e'+2(t —D.et =2te' —3et

u, = f(e‘t —t.et)dt

=—et+(t+D.et=tet

u=(u) = (2
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Langkah5: x, = du= ( 2:: 2;‘5) (a e: ;tge t)

= (25 ) =6 s

Ini berarti xXp = 4t — 3

X

yp=3 -3

Langkah 6 : Solusi Umum

X=xct+x,
(et re(B) e+ (2

Atau, dalam bentuk komponen
x=Cet+2C,et +4t —3

y=Cet'+Cet+3 -3

SISTEM LINIER DIMENSI TINGGI

Teori sistem linier dimensi tinggi sama dengan system 2x2. Konstanta nxn system linier
tingkat satu memiliki bentuk :

dx

d—tl =a11X1 + Q12X + -+ Xy + f1(T)

dxz

?: ax; X1 +a22x2 + "‘+amxn+f2(t)

dxy,

=y Xy A Xy + ot A X+ fr () i (D)

Diasumsikan bahwa seluruh koefisien a; ;adalah konstanta dan setiap fungsi f;(t )

adalah konstanta menerus pada interval I. dalam bentuk matriks system di atas dapat
dinyatakan sbb :

x'=Ax+F SRR ()
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Bila komponen f;(t )dari F (t adalah nol pada interval |, maka system (2) adalah
homogen; selain itu adalah nonhomogen.

Seperti solusi system 2x2; solusi umum system nonhomogen (2) berlaku
X=xctx, SRR €2 )

Dimana x, adalah solusi pelengkap yang menyelesaikan sistem homogen yang terkait

Dan x, adalah vektor solusi nonhomogen.

SISTEM HOMOGEN

Berdasarkan persamaan (4), kita asumsikan pernyelesaian persamaan tersebut :
X=KerM o e e e e e e e e enn 2 (B)

Dimana A adalah konstant dan

Diferensialkan persamaan (5) :

X' = AKEM e e et e e e e e e e a2 (6)

Substitusi persamaan (5) & (6) ke persamaan (4), menghasilkan

Ake’t = 4ke?t

Karena e*t # 0, persamaan terakhir ini dapat disederhanakan menjadi
(A—=2ADK =0 ... ccocei et et s et et e vt e e et ee e e aeeaeen (7))

Dimana I = matriks identitas, untuk solusi nontrivial,

det(A—21) =0 ..o cee e e e e v et e e e e e e (8)
Persamaan (8) adalah persamaan karakteristik persamaan (4).

Dalam bentuk komponen, persamaan karakteristik tersebut adalah
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11— 4 (V] A1n

axn ap — A ay,

det S | RN ()|

A, ap Uy — A

Persamaan karakteristik adalah suatu polynomial berderajat n dengan A yang tak
diketahui.

Substitusi persamaan (9) ke (7) menghasilkan sistem aljabar sbb :
(a11 - A)kl + a12k2 + -+ alnkn =0

a21k1 + (azz —A)kz + -+ amkn =0

Qaki+apgk, ++ apk,=0 .. .ot (10)
Akar polynomial karakteristik pers (9) dapat dikategorikan sbb:
1. Riil dan berbeda
2. Kompleks
3. Riil dan berulang
+ Eigen Value yang riil dan berbeda

Untuk eigen value yang riil dan berbeda, untuk setiap 4; kita dapatkan k; eigen vektor
yang bersangkutan.

(kie*t kye’2t, ... k,etnt)

Maka solusi umum :

X = Clklellt + Czkzelzt + -4 knelnt fee mms wea eee mms wea wee eee mms wea wee sms wes wee mms e (11)
Contoh :

4 0 1
Selesaikansistemx' = -2 1 0 |x

-2 0 1

Solusi:

Persamaan karakteristik :



4—-2 0 1
det( -2 1-2 0 >=0
-2 0 1-2
Atau(4—2)1-D*+2(1-2) =0
1-2)(A%>-51+6)=0
1-2DA-21-3)=0

Eigenvalue—> 4 =1,23

Untuk setiap Eigen value A kita dapatkan Eigen vektor k yang bersesuaian dengan
menyelesaikan sistem:

4-ADk, + k;=0
2k, + (1—ADky+ ~0

— untuk A = 1, menjadi:

3k 4 +k;=0

-2k 4 =0

-2k 4 =0

Maka k; = k3 = 0; dan k, adalah sebarang.

Pilih k, = 1, maka eigen vector :

o

Menghasilkan solusi

0
X1 = 1 et
0

— untuk A = 2, menjadi :
2](1 +k3 = 0
—2](1 —kz = 0

—2](1 —k3:0



k; = k, = —2k 4, dan k; = sebarang. Pilihk; = 1

&)

Menghasilkan solusi

1
x,=|-2|e%
-2

— untuk A =3

k, +k;=0
-2k, — 2%, =0
-2k 4 —2%k;=0

Maka k3 = kz = _kl' Pilih k1 =1

Menghasilkan eigen vektor

e ()

solusi

1
x3=|-1]e*
-1

Maka solusi umum :

0 1 1
x=Ci|1]et+C,|-2]e% +C5(—1]e*
0 -2 -1

Dalam bentuk komponen dapat dinyatakan :

X1 = Czen + Cgegt
Xy = Clet — 2L'262t — Cgegt

X3 = —2L'262t — Cgegt

4+ Kompleks Eigen Value



Solusi umum akar kompleks 1, = a+ B;; 4, = a— B;

x = e (C,B,cosft + C,B,sinft) + C;k;er*

Contoh : selesaikan sitem.

5 1 -1
xX=(-2 3 0 |x
o 0 3
Solusi : pers. Karakteristik — eigen value :

5-4 1 -1
det(A— Al =det| -2 3—-2 0 =0
0 0 3—4

Atau 3—)[(5-DB-21)+2]=0
(B3-—A)(A2—-81+17=0

Eigen valueadalahA =3dan4 =4 4

Eigen vector (5 — D)k, + k, —k;=0
—2k 1 + (3= Dk, =0
B-A)k3;=0

- untuk4 =3

2k, +k,—k3=0
-2k 1+ =0
0k; =0
Maka k; = 0 dan k, = kj ; k, = sebarang.
Pilih k; = 1

0
Eigen vector k; = (1)

1

Vector penyelesaian

0
x;=(1]e*
1
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—untukA =4+1i

2%, +(-1-i)k =0
(-1-i)lg=0

k; =0dank, = (—1 —i)k,; k, =sebarang. Pilih k; = 1.

1
Eigenvector k= (—1 + i)
0

1 1
Bl =1-1 ;BZ =({-1
0 0
1 1 ]
x, =e*||-1)cost +| -1 |sint
BN 0 |
1 1 ]
x3=e¥||-1]cost —| -1 |sint
BN 0 |

Solusi umum :

x =C1x1 + Cyxy + C3x3

Dalam bentuk komponen :

x; = (C,cost — C3sint)et

x, = Cie* +[(—C, — C3)cost +(—C, + C3)sint]e*

X3 = Clegt



