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Turunan secara Intuisi

10.0 é y = f(X)
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Perhatikan grafik dari fungsi f dengan Y= ()
dengan | garis lurus yang melalui titik P(x.¥o) dan -§
Q(X, +4X, Yo +AY) /N



Yo + Ay = f (X, +AXx)
Yo — f(xo)
Ay = (%, +Ax)— f(X,)
jadi
Ay (%, +Ax)— (%)
AX AX

pita fim &Y _ jim 00+ A%)= (%) .\

Ax—0 AX AX—0 AX

Maka limit tesebut dinamakan hasil bagi differensial atau derivatif
atau turunan dari fungsi f dengan Y = T (X) di titik P(x0,y0) adalah:

Co_(dy) (At} e
yxxo_(dx)xxo _( dX jxxo = { (X_XO)




Definisi

Turunan fungsi f adalah fungsi yang nilainya di setiap bilangan
sebarang x di dalam daerah asal f diberikan oleh :

£00 = lim f(x+Ax)— f(x)
AX—0 AX
Jika limit ini ada, turunan fungsi f dilambangkan dgn f

Jika x1 suatu bilangan tertentu di dalam daerah asal f maka :

) -t 8= 100
X—> X

Cth

Jika diketahui f (x) =3x°+12 maka dengan menggunakan
definisi carilah f’
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Continue...

f(x, +Ax)— f(x)
AX

* Perhatikan f(x,) =Alir20

Jika diambil X, +AX=X=>AX—>0~X—> X,
Maka F(x)-1(x)

f'(x,) = Iim
( 1) X—>X| X—Xq

Ex.Kerjakan soal di atas untuk x=2
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Teorema

Bila u(x) dan V(X) masing-masing merupakan fungsi
yang kontinu dan mempunyai turunan pertama pada
domain D maka berlaku :

1. %{u(x)iv(x)}= u) £v(x)y

_du(x) | dv(x)
~dx dx
UV () , %{u(x»v(x)}:{u(x)-v<x>}'
=U(X)——~ ( ) vix )%
X

=u(x)v' (x) +U'(x)v(X)

3.k = konstan, i{ku(x)}= ku(x)
dx ..E
=k dl;g(x) =ku'(x) /T\




D.

6.

, 4 Ju)| _ u(x)|
dx v(x) [ ()

du(x) dv(x)

U(x)— =

v(x)—
} o7

_ u'(x)v(x) —u(x)v'(x)
vl

dy dy du

jika y = f(u), u=g(x —
Jikay=f(u) g():>dx U oy

jika y = f (X) mempunyaiinvers f *(x) =

1

»Proses penghitungan turunan f ' dari f = diferensiasi

»Jika fungsi f mempunyai turunan di x1 maka dikatakan fungsi f diferensiabel
di x1
»DkKIl. Fungsi f diferensiabel di x1 jika f ‘(x1) ada

»Jika suatu fungsi f diferensiabel di setiap bilangan riil dalam Df nya maka

dinamakan fungsi diferensiabel

;&&



7. jika f(X)=x",neZ = f'(x)=nx"?

jlka f(x):X_n,nEZ_,X¢O:> f-(x):_nx—n—l

Latihan

il
1. Tentukan —2 jika
dx

B2

(a) y= = 1)
(b) y = cos? (72?).

2. Dengan menggunakan definis1 turunan, tentukan f'(z) untuk fungs1 f
berikut

fla)=2" -3z +4.



Teorema:

jika f diferensiabel di x1 maka f kontinu di x1

Ex. Periksa apakah

f(x)=|x]
i, £(0)=|0=0
i, lim f(x) =277

x—0

x—0*

i 1im £ (x) =0= f(0)

lim f(x) =0, Iinoq f(x)=0

f(x)=|x kontinu di x=0 dan diff di x=0?

£ (0+Ax)— f(0)

£(0) = lim

Ax—0 AX
f (Ax) =|ax|, f(0)=0
AX
f'(O)lemu L e L R
Ax—0 AX 1 2 3 4 5
, . AX ’
AXx>0, f'(0)= lim —=1
Ax—0" AX
AX<0, £'(0) = lim =X =1

Ax—0"  AX

im 2 2 lim 22 = £(0) tidak ada /N

Ax—0" AX  Ax—0"  AX



Definisi

Jika fungsi f didefinisikan di x1 maka turunan kanan dari f
di x1 yang dinotasikan dengan f, (x,)

er'(Xl) — lim f(Xl +AX)_ f(X1) PN f+ (Xl) — Iim f(X)— f(Xl)

Ax—0" AX Xx—% " X=X

Jika fungsi f didefinisikan di x1 maka turunan kiri dari f di
x1 yang dinotasikan dengan f_(x,)

f_l(Xl) — lim f(Xl +AX)_ f(Xl) PN f_(Xl) — Iim f(X)— f(Xl)

AX—0" AX X—>X; X — Xl

- f diff dix, jika f (x)=f (x)



1). 3 = fi(x)=4x 42
{4(x+ Ax)+ 2}—{dx + 1}=¢

= filx)=

Ax

Suku bermilar konstan pada fi(x). berapapun besarnva. positif maupun negatif. tidak
memberikan kontribusi dalam fungsi turnannyva.

; —



) yo= @) =4x-0 = fa(x)=4x—-8 = f1{x)=4

S



Turunan Fungsi Tersusun (Fungsi Komposisi)

Misalkan v = {(X) dimana u = g(x). menentukan fungsi tersusun v = (fog)(x) = f(g(x))
dan apabila g mempunyai turunan di X. dan f mempunyai turunan di u = g(x) maka

turunan fungsi komposisi (fog)(x) ditentukan dengan rumus :

(fog)'(x) = f(g(x))-g'(x)

atau dengan notasi Leibmiz :
dy dy dq
dx du dx

Rumus ini dikenal dengan nama aturan rantai .



Berdasar definisi umum turunan fungsi. maka turunan dari fungsi komposisi :

(fog)(x) = lim (LOBE+A%) - (f0g)(x)

Ax—0 Ax
~ lim flg(x+Ax)—f(2(x))
Ax—0 Ax
_ iy L&) —Ag(x)) —1(g(x))
Ax—0 Ax
_ i 1) +Ag(x)) - 1(g(x)) | Ag(x)
Ax—0 Ag(x) Ax
~ lim fg(x)—Ag(x)) . lim g(X + Ax) — g(x)
Ag(x)—0 Ag(x) Ax—0 Ax
=1(g(x)).g'(x) (terbukti)
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Turunan Fungsi Implisit

Jika v = f(x). maka turunan fungsi implisit F(X.y) = ¢ adalah dengan memandang v
fungsi dari x.

Contoh 7

Tentukan y' jikax* + 3xy +y" =4

Jawab :

d o 2 d
— (X" +3xXy+y" )=—(4

2X+ 3y +3xy' + 2y .y =0

(3x+ 2y)yv' = —-2x — 3y
¥} ]
3K+ 3y

r

Fy —

- 315;+2}r'

Latihan . Tentukan y’

X°+Xy+y° =8
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Solusi

x> +xy+y° =8. Fungsi implisit ini merupakan sebuah persamaan. Jika kita melakukan
operasi matematis di muas kin, maka operast vang sama hams dilakukan pada mas kanan
agar kesamaan tetap terjaga. Kita lakukan diferensiasi {cart turunan) di kedua ruas. dan
kita akan peroleh

21‘+x£+}'£+ l}=£=ﬂ}
dx T odx dx

(x+ ly]% =—Ix—y
Untuk nihk-titik di mana (x+2¥) =0 kita peroleh furunan

dyr  Ix+y

e x+2y

; ;. ¥
Untuk suatu titik tertentu misalnva (1.2) maka % -— I":
+

garis smgoung di titik (1.2) pada kurva fungst y vang kita hadapi.

= =03 . Inilah kemuringan

R



Turunan Tingkat Tinggl

If (x)

. . . C
Andaikan fungsi turunan pertama f'(x) atau l
dx

fungsi vang dapat didiferensialkan pada x. maka turunan dari turunan pertama ini,

d*f(x)
EIXIE

dari suatu fungsi adalah suatu

disebut turunan kedua. dan ditulis dengan notasi £''(x) =

Demikian juga andaikan turunan kedua ini fungsi yvang dapat didiferensialkan. maka
turunan dari turunan kedua ini disebut turunan ketiga dan ditulis dengan notasi £"'(x)

()
dx’
Begitu dan seterusnya turunan dari turunan ke n-1 disebut turunan ke-n dan ditulis
. df(x
dengan notasi f¥(x) = 4 1(x) :
dx*™

;§|§



SOLUSI

. df (x , T
f(x)=sinx — (X) =Ccos X =s1n(xX +1 .:}
d*f (2 . .
{,:{j =—sin X =sin(xX + 2 .E}
dx~ 2
d*f(x |
(3 :}=—CG$:{=5111(}£+3.E}
dx 2
Tere
d1(x) =51'113=51'11(}-:+:::.E)
dx” 2
1~
4 1(x) =51'11(}:+11.E).
dx™ 2

S



Contoh

d*f(x)
dx’

Tentukan

jika f(x) = X — 5%

Jawab :

f(x) = X — 5% = f'(x)= 5x" — 10x
f'(x) = 20x° — 10
£''(x) = 60x°

Latihan

d (%)

dx

Tentukan

jika f(x) =sin x

S



* Fungsi trigonometri ( sinus dan cosinus )
merupakan fungsi kontinu, sehingga limit fungsi
sinus dan cosinus di setiap tittk sama dengan nilal

fungsinya, yaitu :

« Turunan sinus dan kosinus dapat diturunkan dari
definisi yaitu shb:

;§|§



SiN(X +AX)-sin X

a. y=smx=—=y = lim
Ax—0 AX
o X+AX-X X+AX+X
2 sin COs
. 7 )
= lim = =
Ax —0 AX
r 3111 Ax
. . AX
= lim | ——= [cos| X+
Ax—0 Ax 2
2

=1.cos3(X—0)=cos X
Analogy=cos X =y =—sin x.
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OR

d . . sint—sinx 2 cos—(t+x) sin=(t—x)
—(sinx) = hm = lim — -
x t+x  f—X 1+ x 2.5(t—x)

[, 1 Vo Sin%[f—_ﬂ |

= llll‘llt:i}f-}:[f-l'-_‘r}] lim —— = COSX.

L fx = J - ?[f—l’]
d . COST—COosX . =2 siné[r—b-_ﬂ :«ain%{r—x}
—(cosx) = lim = lim — -
dx tx f—x t=>x 2.5(t—x)

= —[limsinL (1 +) |

P J

sin=(t—x) | _
lim —= = —s5Iinx.
e L(t—x)
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sin X . u, uv—uv
y=tanx = y= dengan mengingat (—) = 5
COs X v v
,  COSX-sin X(-51nX)
— Yy = 5
(CosX)
2 |
COs™ X +sIn™ X 1 7
= - = ———=s5eCc" X
Cos™ X Cos”™ X
, 2
Analogy=tanXx =y =sec’x
1
Y=SeCX =y =
COs X
., Ocosx-1.(-sinx) sinx 1
y = 3 = -
Cos™ X COSX COSX
=tfan X . sec X

Analog y = cosec X = y' = —cot X cosec X.
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