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REGRESI MODEL DUA VARIABEL
Contoh:

C = f (Y)

C = konsumsi, Y = pendapatan yang dapat dibelanja-kan (disposible income)
Membuat modek matematik sesuai teori:

C = C0 + αY

C = konsumsi,  C = konsumsi C0 = intersep, konsumsi minimal jika Y = 0, dan  α = slope

            C


                                                         C = C0 + αY

                                 α

                      C0             


                                               Y
Contoh pada fungsi produksi
Y = f (X)                       Y =  produksi padi (kg/ha)

                                       X = tenaga kerja (HOK)

Y = α0 + α1X                fungsi secara teori
Untuk membuktikan fungsi tsb. Perlu data aktual dari masyarakat (ditarik seara sample)

Y = α0 + α1X                fungsi secara teori

Untuk membuktikan fungsi tsb. perlu data aktual dari masyarakat (ditarik secara sample)

Susun bentuk fungsi estimasi
Ỹ = a0 + a1X                fungsi estimasi

Pertanyaan

Apakah 
: a0  = α0
                       a1 =  α1  
Hipotesis : 

1.  H0 : a0  = α0;     Ha : a0  ≠ α0

2.  H0 : a1  = α1;     Ha : a1  ≠ α1

Ada empat kemungkinan dari pengujian dua model di atas:

1. a0  = α0  dan a1  ≠ α1
2. a0  ≠ α0  dan a1  = α1
3. a0  = α0  dan a1  = α1
4. a0 ≠ α0  dan a1  ≠ α1
Gambar
1.                                       Ỹ = a0 + a1X                

                                  Y = α0 + α1X                

μ = residual, faktor penggannggu (random distur-bance)
Model regresi bersifat stokastik (tidak deterministik).  Dependent variable tidak dapat diprediksi secara pasti oleh fakor independent (variabel bebas).  Hal tersebut dapat disebabkan oleh faktor residual, atau pengganggu yang dilambangkan dengan μ atau ε, seperti dalam gambar

                                                      Ỹ = a0 + a1X                




                       μ                                Y = α0 + α1X                     


μ = Y - Ỹ

   = Y - a0 - a1X                

Supaya Ỹ= Y, maka μ harus kecil


Alasan perlunya menambahkan μ pada independen variabel (Ỹ = a0 + a1X + μ)              
1.  Karena kasalahan dalam model
     Y = a0 + a1X + μ
     Y = konsumsi, X = pendapatan yang dapat dibelanja-kan (disposible income), μ = faktor lain selain X, dpat berupa: jumlah keluarga, variasi umur, kebiasaan, selera, lainnya

2.  Karena kesalahan dalam pengukuran: kesalahan dalam pencatatan, pengumpulan data
3.  Karena kesalahan bentuk spesifikasi model: model sesungguhnya misalnya bukan linier tetapi dianggap linier
4.  Data agregasi, seringkali data yang dipergunakan adalah data agregat, seperti konsumsi sgregat, penghasilan agregat (kel. Masyarakat).  Data agregasi dapat menimbulkan kesalahan dalam hubungan antar antar variabel (Sumidiningrat, 2001).  Data agregasi biasanya mulus kurang mencerminkan variasi yang sesungguhnya.
METODE KUADRAT TERKECIL YANG BIASA (ORDINARI LEAST SCUARE= OLS)

Y = α + βXi + εi            fungsi sebenarnya (fungsi regresi populasi   
Ỹ = a + bXi + ei             fungsi perkiraan (fungsi regresi sample)   

ε = e = μ = residual

a, b, e adalah penduga dari α, β, ε

OLS dirtemukan oleh GAUS menggunakan asumsi-asumsi:
1.  E (ε/Xi) = 0, nilai rata-rata variabel pengganggu untuk setiap nilai X = 0
2.  Cov (εi, εj) = 0; tidak ada serial korelasi atau tidak ada auto korelasi di antara variabel pengganggu

3.  Var (ε/Xi) = σ2; varian dari variabel pengganggu untuk setiap nilai X konstan (homokedastistas)

PRINSIP METODE KUADRAT TERKECIL
Model linier sebenarnya dari populasi tidak diketahui, harus diperkirakan berdasarkan data empiris dari sample

Model regresi linier dari sampel

Yi = a + bXi + ei       

     = Ỹ + ei  

         Ỹ = a + bXi
Yi =  Ỹ + ei;   e = Y - Ỹ;   e = Yi – a – bXi
Y = hasil pencatatan (nilai observasi), Ỹ = hasil perkiraan, dihitung berdasarkan hasil regresi.

Jika e = 0 maka Y = Ỹ sebagaimana gambar berikut







Dengan pasangan nilai X dan Y sebanyak n: ((X1, Y1), (X2, Y2), ...., (Xi, Yi), ..., (Xn, Yn), akan menentukan nilai a dan b sebagai penaksir α dan  β
Mengestimasi parameter ( a dan b) dengan OLS
Supaya e minimum, e dikuadratkan lalu dicari minimumnya

e = Y -Ỹ;      Ỹ= a0 + a1X1;        e = Y - a0 – a1X1
∑e2 =  ∑ (Y - Ỹ)2
∑e2 =  ∑ (Y - a0 – a1X1)2
Minimum ∑e2                        turunan pertama = 0
 δ e2                                  δ e2  

        = 0                          = 0
 δ a0                      δ a1
δ e2                                  
             = 2 ∑( Y – a0 –a1X) (-1) = 0
δ a0                      

   = -2 ∑( Y – a0 –a1X) = 0;   -2 = 0
             = ∑Y – na0 –a1∑X = 0

           a0 = ∑Y  - a1∑X
                    n             n

                    _         _    


   a0 =  Y – a1 X 


δ e2                                  
          = 2 ∑( Y – a0 –a1X) (-X) = 0

δ a1                      

…..

   a1 = ∑XY - ∑x∑Y
                                  n
                   ∑X2 - ∑(X)2
                                  n

a1 = ∑XY - ∑x∑Y
                       n

       ∑X2 - ∑(X)2

                       N


          n ∑XY -∑X∑Y

  a1  = 
           n ∑X2 - ∑(X)2


Koefisien Korelasi
Koefisien korelasi menunjukkan tingkat keeratan hubungan antara variabel independent dengan variabel dependent, misalnya suatu sampel observasi dari XiYi sebanyak n yaitu: (X1, Y1),  …, (X2, Y2), …, (Xn, Yn) dilukiskan dalam suatu scatter diagram sbb.:






· untuk semua titik di kuadran I hasil kali xiyi positif

· untuk semua titik di kuadran II hasil kali xiyi negatif

· untuk semua titik di kuadran III hasil kali xiyi positif

· untuk semua titik di kuadran IV hasil kali xiyi negatif

rumus:   
                   _             _   

        ∑(Xi -X ) (Yi - Y)          

r =                     _              _   

       √    ∑(Xi -X ) 2 (Yi - Y) 2         
               _                    _   

        Xi -X = xi;   Yi – Y = yi         

        ∑(xi yi)          

r =                              

       √  xi2 yi2
Koefisien Diterminasi (R2)

R2 menunjukkan proporsi dari variasi Y yang disebab-kan oleh pengaruh linier dari X, atau nilai yang menunjukkan share dari variabel independen (X) terhadap variasi naik turunnya variabel dependen (Y).

Variasi = jumlah deviasi kuadrat dari suatu variabel                                                              
terhadap rata-ratanya yaitu ∑ yi2 = ∑ (Y-Y)2 = TSS

TSS = total sum of squares

                                                            a + bXi    (FRS)

                                                       Yi
                                           _            e
                                 (Yi – Y)
                                  (TSS)                  Ỹ  _ 
                                                           (Ỹ -Y ) = ESS                                   
           _                                             
          Y
                                                      
                                                    Xi                 X
RSS = residual  (unexplained sum of squares , ei)
                                                              ^

ESS =  Explained Sum of Square = ∑ yi2
TSS = ESS + RSS;   R2 = ESS/TSS

Sifat-sifat R2
1. menupakan besaran non negatif

2. nilai R2 terletak  0 ≤ R2 ≤ 1

3. nilai R2 selalu meninmgkat dengan bertambahnya variabel bebas suatu model

Contoh penggunaan

Y = a + bX

Y = penjualan (unit)

X = advertensi

R2 = 0,81

Berarti sumbangan biaya advertensi terhadap naik turunnya hasil penjualan = 81 %

19% andil faktor lain

Contoh Analisis regresi Sederhana (Supranto, 1983)
X = gaji karyawan bulanan (ratus ribu rupiah/bulan)

Y = konsumsi RT karyawan (ratus ribu rupiah/bulan)

	X
	:
	8
	
	11
	
	9
	
	6
	
	6
	
	
	
	
	

	Y
	:
	7,4
	
	9,8
	
	8
	
	6,3
	
	5,7
	
	
	
	
	


Latihan 1:
1. Menggunakan persamaan regresi Ỹ = a + bX, berapa setimasi Y jika X = 10

Penyelesaian

	X
	Y
	X2
	Y2
	XY

	8
	7,4
	64
	54,76
	59,2

	11
	9,8
	121
	96,04
	107,8

	9
	8
	81
	64
	72

	6
	6,3
	36
	28,09
	31,8

	6
	5,7
	36
	32,49
	34,2

	∑X
	∑Y
	∑X2
	∑Y2
	∑XY

	40
	36,2
	338
	275,38
	305


_                                  _
X = 40/5 = 8               Y = 36,2/5 = 7,24

          n ∑XY -∑X∑Y

  b   = 

           n ∑X2 - ∑(X)2

            5 (305) – (40)(36,2)

        =

            5 (338) – (40)2
            1525 - 1448

        =                        = 77/90 = 0,8556
            1690 - 1600

           _         _    

   a =  Y  –  b X 


      =  7,24 – 0,8555 (8) = 0,3952

1.  Ỹ = a + bX
         =  0,3952 + 0,8556 X

X = 10; Ỹ = 0,3952 + 0,8555 (10) = 0,3952 + 8,556 

                  = 8,9512
Berarti jika upah bulanan Rp 1 juta maka konsumsi bulanan = Rp 895.120,-
latihan 2
X = gaji karyawan bulanan (ratus ribu rupiah/bulan)

Y = konsumsi RT karyawan (ratus ribu rupiah/bulan)

	X
	:
	80
	
	100
	
	120
	
	140
	
	160
	
	180
	
	200
	
	220
	
	240
	
	260

	Y
	:
	70
	
	65
	
	90
	
	95
	
	110
	
	115
	
	120
	
	140
	
	155
	
	150


Pertanyaan:

Tentukan persamaan regresi Ỹ = a + bX;  Sa, Sb, 

dan  R2
Penyelesaian

	X
	Y
	X2
	Y2
	XY

	80
	70
	6400
	4900
	5600

	100
	65
	10000
	4225
	6500

	120
	90
	
	
	

	140
	95
	
	
	

	160
	110
	
	
	

	180
	115
	
	
	

	200
	120
	
	
	

	220
	140
	
	
	

	240
	155
	
	
	

	260
	150
	67600
	22500
	3900

	∑X
	∑Y
	∑X2
	∑Y2
	∑XY

	1700
	1110
	322000
	132100
	202500


_                                          _

X = 1700/10 = 170             Y = 1110/10 = 111
∑ xi2 =  ∑ Xi2 – (∑ Xi) 2
                                n


 = 322.000 – (1700)2
                                  10

 = 322.000 – 28900


 = 33.000

∑ xi  yi  =  ∑ Xi Yi – (∑ Xi ∑ Yi )

                                         n


      = 205.500 – (1700)(1110)
                                            10


       = 205.500 – 188.700

               = 16.800 
           ∑ xi  yi          16.800
  b   =                =                     = 0,509
            ∑ xi2             33.000
           _         _    

   a =  Y  –  b X

      =  111 – (0,509) (170)  = 24,4545
∑ yi2 =  ∑ Yi2 – (∑ Yi2)

                                n

         = 132.000 – (1110)2/10 

         = 132.000 – 123210 = 8890
b∑ xi2 = (0,509)2 . 33.000 = 8552,726952
          ∑(xi  yi )2           (16.800)2
R2 =                      =                               = 0,96
           ∑ xi2∑ yi2         33.000 . 8890
S2e   = (∑ yi2 – b∑ xi2)                 
                     df

= (8890 – 8552,72692
                          8

= 42,1591

                         ∑ Xi2                           322000
Var (a) = S2e                 = 42,1591
                       n ∑ xi2                       10(33000)

      = 41,137
Se(a) = √ 41,137 = 6,4138

Var (b) = S2e/ n  ∑ xi2  =  42,1591 / 33000 = 0,0013                                           

      

Se (b)  = √ 0,007      = 0,0357
Ỹ = a + bX

    =  24,4545 + 0,509 X


R2 = 0,96 
Berarti jika upah bulanan naik Rp 1 juta 
maka konsumsi bulanan naik = Rp 509.000,-

Pendugaan Interval

Menaksir nilai intersep atau slope dalam suatu selang kepercayaan (nilai interval)

Contoh: pendugaan nilai b dalam suatu interval kepercayaan dengan rumus:

^

b  ± t α/2 Se (b)
          ^                         ^

atau   b  - t α/2 Se (b),  b + t α/2 Se (b)

t α/2 diperoleh dari tabel distribusi t dengan keperca-yaan (1 – α) 100%

Jika ditetapkan α= 5% berarti jika percobaan dilakukan 100 kali maka b akan berada pada interval tersebut sebanyak 95 kali.
Contoh aplikasi sesuai contoh soal ke 2

Diketahui model regresi Y = a + bX + μ

Y = tingkat konsumsi, X = tingkat pendapatan, n = jumlah pengamatan, k = paremeter = 2, df = degree of freedom atau derajat bebas = 10 - 2 = 8
Hasil regresi

Ỹ = a + bX

    =  24,4545 + 0,509 X


Se =  6,4138      0,0357
R2 = 0,96
Dari tabel t 
t α/2 = t 0,025     df = 8    nilai t = 2,306

maka nilai b dalam suatu interval

= b ± t α/2 . se (b)

= 0,509 ± 2,306 (0,0357)

= 0,426676 < b< 0,591324
maka nilai α  dalam suatu interval

= α ± t α/2 . se (a)

= 24,45 ± 2,306 (6,4138))

= 9,659777 < α < 39,24022
Uji t

Pengujian untuk mengetahui apakah koefisien regresi signifikan (nyata)

Untuk keperluan pengujian maka disusun hipotesis

Hipotesis 1

Ho : b = 0

Ha : b ≠ 0

Uji t dilakukan dengan membandingkan t hitung dengan t tabel

                  b

t hit = 

               Se (b)

Contoh sesuai latihan 2
b = 0,509    Se (b) = 0.0357
               b                 0,509

t hit =                 =                 = 14,258

               Se (b)         0,0357  

pada α = 5 %; df = 8 ; t α/2= 2,306
t hitung > t Tabel berarti variabel X berpengaruh nyata terhadap variasi besarnya Y
Sesuai hipotesis, dhi. Uji t dua arah secara geometris dpt digambarkan:

         α/2                       1 – α                       α/2
                         Daerah penerimaan

             -2,306                                    2,306
        α/2 = daerah penolakan                      
                                                         letak t hit = 14,258
Dari latihan 2
Misalnya Uji dua arah
H0 : b = 0,4

Ha : b ≠ 0,4

Uji t dilakukan dengan membandingkan t hitung dengan ta tabel

               ^

               b – b           0,509 – 0,400

t hit =                  =                             = 0,0733

               Se (b)                0,0357

pada α = 5 %; df = 8 ; t α/2= 2,306 
t hitung 0,0733 < t Tabel 2,306, berarti terima H0, variabel X tidak berpengaruh terhadap variasi besarnya Y

Sesuai hipotesis, dhi. Uji t dua arah secara geometris dpt digambarkan:

                                                  letak t hit = 0,0733

         α/2                       1 – α                       α/2

                         Daerah penerimaan

             -2,306                                    2,306

        α/2 = daerah penolakan                      

Contoh Uji satu arah
H0 : b  = 0,3

Ha : b > 0,3

Dhi. sesuai teori arah hipotesis sudah  jelas

Uji t dilakukan dengan membandingkan t hitung dengan ta tabel

               ^

               b – b           0,509 – 0,30
t hit =                  =                             = 5, 602
               Se (b)              0,0357

pada α = 5 %; df = 8 ; t α = 1,860
t hitung 0,0733 > t Tabel 2,306, berarti tolak H0, variabel X tidak berpengaruh terhadap variasi besarnya Y

Sesuai hipotesis, dhi. Uji t dua arah secara geometris dpt digambarkan:

                                                  

                                   1 – α                           α
                         Daerah penerimaan


                                                             1,86
        α = daerah penolakan                      t hit= 5,602
Tugas-tugas latihan regresi sederhana
1.  Diketahui:
X = Produk Nasional Bruto




Y = permintaan bahan makanan
     Taksiran fungsi permintaan makanan:
Y = α + βX + μ; data X dan Y dengan satuan arbitrary sbb:
	Th
	:
	1990
	
	91
	
	92
	
	93
	
	94
	
	95
	
	96
	
	97
	
	98
	
	99

	Y
	:
	6
	
	7
	
	8
	
	10
	
	8
	
	9
	
	10
	
	9
	
	11
	
	10

	X
	:
	50
	
	52
	
	55
	
	59
	
	57
	
	58
	
	62
	
	65
	
	78
	
	70


Pertanyaan:
^      ^     ^
Y =  α + βX                       R2
     ^        ^
    α = ?  β = ?                  
      ^              ^

 Se α = ?   Se β = ?
thit ....       .....
Uji koesien jika α = 0,05
Interpretasikan hasil analisis regresi sbb:
   ^

   Y = -0,32 + 0,2033 X                    R2 = 0,76
Se        2,45      0,041
thit       -1,35     4,98*                         t α/2 = 2,306
BENTUK-BENTUK FUNGSI MODEL REGRESI
1.    Model log penuh atau elestisitas konstan

Yi = Axiβei

Supaya linier di logaritmakan sbb:

ln Y = lnA + β ln Xi + ei

Jika ln Y = Y*; lnA = A*; lnX = X*; e* = e

Maka  Y* = A* + βX* + e*           menjadi linier 

  dalam parameter
Secara geometris, trasformasi model yang semula parameternya tidak linier kemudian menjadi linier yaitu sebagai berikut

         Y                                                   lnY 
                                                                             ln Y = lnA + β ln X
                            Y = Axβ

                                                       X                                           ln X
Model log penuh dalam aplikasinya slope β yaitu dalam model ln Y = lnA + β ln X  menyatakan elastisitas Y terhadap X, yaitu ukuran persentase perubahan dalam Y jika diketahui persentase perubahan dalam X.
Koefisien elastisitas didefinisikan sebagai berikut:

        δy/y                  

Ε =                =  (δy/δy) (X/Y)                 
        δX/X
Jadi elastisitas merupakan ratio dari %  ∆Y dengan % ∆X
Dalam hal ini sebagai contoh, Jika Y = kuantitas permintaan barang, dan X = harga barang, maka jika X naik 1% maka Y akan turun β %; Jika X naik 10% maka Y akan turun β (10) %
Model beranggapan bahwa elastisitas Y terhadap X konstan sebesar β sehingga disebut constant elasticity model.
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                                                            FRS = Ỹ = a + bXi
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